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Наближений метод розв’язання систем функціональних 

рівнянь Вінера — Гопфа  
М. В. Дудик 

Уманський державний педагогічний університет імені Павла Тичини, 

Умань, Україна 

dudik_m@hotmail.com 

 
Запропоновано метод послідовних наближень для розв’язання системи фун-

кціональних рівнянь Вінера — Гопфа. Метод використовує подання матричного 

коефіцієнта системи у вигляді суми двох матриць, одна з яких допускає точну фа-

кторизацію, а відносно іншої — матриці-збурення — передбачається умова її ма-

лості порівняно з першим доданком в області задання системи. Розв’язок системи 

шукається у вигляді розвинень за степенями матриці-збурення. На кожному кроці 

наближення розв’язання системи здійснюється за допомогою методу Вінера — 

Гопфа з використанням факторизації основної складової матричного коефіцієнта.  

Ключові слова: матричне функціональне рівняння Вінера — Гопфа, метод 

послідовних наближень. 
 

Чимало плоских крайових задач математичної і теоретичної фізики, прик-

ладної механіки за наявності двох і більше точок зміни граничних умов за до-

помогою інтегральних перетворень можуть бути зведені до системи функціона-

льних рівнянь у комплексній площині, які розв’язуються за допомогою методу 

Вінера — Гопфа (Noble, 1988). Ключовою проблемою їх розв’язання є фактори-

зація матричного коефіцієнта системи. Однак, на сьогоднішній день відомий 

лише один вузький нетривіальний клас матричних функцій комплексної змін-

ної, що допускають точну факторизацію в замкнутій аналітичній формі. Запро-

понований Г. М. Чеботарьовим і розвинений А. О. Храпковим (Khrapkov, 2001) 

метод факторизації даного класу матриць успішно застосовувався для 

розв’язання окремих задач механіки руйнування, теорії розсіяння електромагні-

тних і пружних хвиль, контактних задач тощо. У той же час, метод Чеботарьо-

ва  — Храпкова виявився неспроможним у випадку складніших матриць, що 

стимулювало розвиток методів наближеної факторизації матричних функцій. 

У даній роботі пропонується метод послідовних наближень для 

розв’язання системи функціональних рівнянь Вінера — Гопфа, який викорис-

товує подання матричного коефіцієнта системи у вигляді суми двох матриць, 

одна з яких, 0( )pG , допускає точну факторизацію, а щодо іншої — матриці-

збурення ( )p′G  — передбачається умова малості порівняно з 0( )pG  в області 

задання системи: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),p p p p p D+ −+ = ∈ f G  (1) 

( )  0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,G p G p G p G p G p′ ′= + ≫   
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де  ( ), ( )p p+ −
   — невідомі лінійні вектори, аналітичні в областях D+  і D−  

відповідно, D D D+ −= ∩ ; ( )pf  і ( )pG  — задані лінійний вектор і квадратна 

матриця, причому 0( )pG  факторизується за допомогою аналітичних в областях 

D+  і D−  матриць:  

0 0 0( ) ( ) ( )p p p+ −=G G G . 

За допомогою методу Вінера — Гопфа при виконанні умови p → ∞ , 

( ) 10 0( ) ( ) 0p p
−+ + →G  отримуємо розв’язок системи (1) у нульовому набли-

женні у вигляді 

( )      
1

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ),p p p p D p p p p D
−+ + + + − − − −= − ∈ = − ∈G f G f   

( ) 10

0

( ) ( )1
( ) , ),

2

z z
p dz D p D

i z p

−+
± ±

γ

= γ ∈ ∈
π −∫

G f
f   (    

де ( ) 10 ( )p
−−G  — матриця, обернена 0 ( )p

−G , γ  — нескінчена лінія у смузі аналі-

тичності системи (1). Шляхом послідовних ітерацій, виконаних подібно до по-

переднього етапу, знаходимо загальний розв’язок системи (1): 

( )     
1

0 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ),
n n

n n

p p p p D p p p p D

∞ ∞−+ + + − − −

= =

= − ∈ = − ∈∑ ∑ 
 G f G f  

( ) ( )1 1

0 0 1( ) ( ) ( ) ( )1
( ) , ).

2

n

n

z z z z
p dz D p D

i z p

− −+ − −
−± ±

γ

′
= γ ∈ ∈
π −∫

G G G f
f   (    

З формальної точки зору цей розв’язок можна вважати точним. Умовою 

коректності розв’язку є збіжність його рядів, тобто виконання нерівності 

1( ) ( )
n n
p p± ±

−<f f . 

Згідно з визначенням ( )n p
±f  цій нерівності еквівалентна умова 

( ) ( )1 1

0 0( ) ( ) ( ) 1p p p
− −+ −′ <G G G . 

У той же час, практичне  застосування розв’язку для числових розрахунків 

наштовхується на зростання кратності інтегралів типу Коші в кожному наступ-

ному наближенні. Ця обставина змушує обмежуватись у розв’язку невеликим 

числом доданків, які враховуються при обчисленнях, і накладає більш жорстке 

обмеження на матрицю-збурення:  

( ) ( )1 1

0 0( ) ( ) ( ) 1p p p
− −+ −′ ≪G G G . 
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Переваги методу надає можливість уникнення факторизації матричного 

коефіцієнта ( )pG  вихідного рівняння (1). 
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