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ДОСЛІДЖЕННЯ ПОЧАТКОВОГО ЕТАПУ РУЙНУВАННЯ 
КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО ТІЛА З МІЖФАЗНОЮ ТРІЩИНОЮ 
ПРИ СТИСКАННІ ВЗДОВЖ МЕЖІ ПОДІЛУ 
 

Розглядається початковий етап процесу руйнування кусково-однорідного ті-
ла при стисканні вздовж плоскої межі поділу матеріалів, що містить між-
фазну тріщину. Виконано аналітичний розрахунок параметрів маломас-
штабної зони передруйнування у з’єднувальному матеріалі поблизу вершин. 
Знайдено величину розходження меж зони, яка використовується в подаль-
шому в деформаційному критерії утворення в ній вторинної мікротріщини. 
Запропоновано механізм зрушення початкової тріщини, який передбачає її 
злиття зі зростаючою мікротріщиною при збільшенні навантаження. 

Ключові слова: мiжфазна тріщина, стискання уздовж межі поділу, контакт бе-
регів, зона передруйнування, вторинна мікротріщина, механізм зрушення 
тріщини. 

 
Вступ. Однією з актуальних проблем механіки деформівного твердого 

тіла є дослідження механізму руйнування тіл при стисканні. До цього класу 
проблем відноситься задача про зрушення тріщини при стисканні тіла в на-
прямку, паралельному площині її розташування. При такому навантаженні 
в полі напружень біля вершин тріщини відсутні сингулярні складові (коефі-
цієнти інтенсивності напружень дорівнюють нулеві), що виключає можли-
вість застосування критеріїв лінійної механіки руйнування. 

Дослідженнями поведінки тріщин при стисканні тіла паралельно до 
площини їх розміщення було з’ясовано, що причиною руйнування тіла в 
цьому випадку є локальна втрата стану рівноваги біля вершин тріщини [2, 
12]. Наслідком втрати стійкості може стати вигин берегів тріщини в різні 
сторони, в одну сторону з контактом берегів або в одну сторону з утворен-
ням зазору між берегами. Ці процеси призводять до концентрації напру-
жень та утворення зон передруйнування в околі вершин, що на даному 
етапі допускає застосування традиційних методів дослідження умов зру-
шення тріщини в рамках лінійної механіки руйнування.  

У цій статті розглядаємо початковий етап процесу руйнування куско-
во-однорідного тіла при його стисканні вздовж плоскої межі поділу матері-
алів, що містить міжфазну тріщину. У припущенні, що внаслідок втрати 
стійкості рівноважного стану відбувається спільне викривлення тріщини з 
контактом її берегів в сторону менш жорсткого матеріалу, виконано розра-
хунок параметрів маломасштабної зони передруйнування у з’єднувальному 
матеріалі в околі вершин тріщини. Знайдено величину розходження меж 
зони, яку використовуємо в подальшому у деформаційному критерії утво-
рення вторинної мікротріщини в зоні. Запропоновано механізм зрушення 
початкової тріщини, який передбачає її злиття зі зростаючою мікротріщи-
ною при збільшенні навантаження. Аналогічний механізм зрушення між-
фазної тріщини в умовах зсувних навантажень описано в [6]. 

1. Постановка задачі. В умовах плоскої деформації розглядаємо зада-
чу про напружено-деформований стан в околі вершини міжфазної тріщини, 
розміщеної на плоскій межі поділу двох різних однорідних ізотропних 
пружних матеріалів з модулями Юнґа 1E , 2E  і сталими коефіцієнтами 

Пуассона 1ν , 2ν  відповідно. Досліджуване кусково-однорідне тіло піддаєть-
ся стисканню у напрямку, паралельному до площини з’єднання і берегів 
тріщини, що призводить до вигину берегів тріщини в бік менш жорсткого 
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матеріалу (для визначеності – першого, 1 2E E< ), появи концентрації на-
пружень і утворення зон передруйнування в тонкому шарі з’єднувального 
матеріалу в околі вершин, який передбачається менш тріщиностійким по-
рівняно з матеріалами з’єднаних частин тіла (рис. 1a). Будемо вважати, що 
прикладені навантаження не порушують прямолінійності межі поділу поза 
тріщиною, що у випадку рівномірно розподіленого стискального наванта-
ження, прикладеного до торців тіла, вимагає виконання умови, встановленої 
J. R. Rice, G. C. Sih [14]: 
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Рис. 1. a) – Кусково-однорідне тіло з міжфазної тріщиною в умовах стискання; 

б) – Розрахункова схема задачі. 

На початковому етапі навантаження розміри зон передруйнування ма-
лі, тому довжину l  кожної з зон вважатимемо набагато меншою порівняно 
з довжиною тріщини L . Це дозволяє обмежитися дослідженням напруже-
но-деформованого стану тільки локальної області в околі однієї з вершин і 
звести вихідну задачу до задачі про розрахунок параметрів маломасштаб-
ної зони передруйнування у з’єднувальному матеріалі біля вершини півне-
скінченної міжфазної тріщини у кусково-однорідній площині, що виходить 
з кутової точки ламаної межі поділу (рис. 1б). 

Оскільки розвиток тріщини відбувається за крихким механізмом, зону 
передруйнування моделюватимемо прямою лінією розриву нормального 
переміщення, на якій нормальне напруження дорівнює опору відриву з’єд-
нувального матеріалу 0σ . Припускаючи наявність контакту берегів тріщини 

з тертям за законом Кулона, приходимо до статичної крайової задачі теорії 
пружності з граничними умовами: 

 0 :        0,     0r ruθ θθ = σ = τ = = , 

 (2 ) :     0,   0,   r ruθ θ θ θ θθ = − α π − α σ = τ = = τ = − µσ∪ , (1) 

 10,   :           r θθ = < σ = σl , 

 0,   :          0r uθθ = > =l , (2) 

де f  – стрибок величини f ; µ  – коефіцієнт тертя між берегами тріщини. 
Для формулювання умови на нескінченності використовуємо метод 

зрощування асимптотичних розвинень [13], який передбачає зшивання на 
відстанях r L= =l  шуканого розв’язку з відомим розв’язком аналогічної 
задачі теорії пружності без зони передруйнування [3]: 

 10,   :        ( )r CF r o
r

λ
θ

 θ = → ∞ σ = α +  
 

, (3) 

де 
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 2
1 2 2 2 3( ) (1 ) (1 )(1 ) + (1 )(1 )F e f e f e e fα = − + − + − + +æ æ  

 2 2
1 2 4 2 5(1 )(1 ) (1 )e f e f+ + + + +æ æ æ , 

 1 11 1 2 14 ,        4 [cos sin( 2) ]f t f t= − µδ = λβ − µ λ + β , 

 3 11 32 22 1 12 31 21 1 11 12 ( ) ( 2) 2 ( ) 4 ( )f = δ δ − λδ δ β + µ λ + δ δ + δ δ β + δ δ α[ ] , 

 4 1 312 sin 2 sin ( ) ( ) cos ( )f = λπ λ π − α δ α − δ λ π − α +[  

 23 22 2sin( 2) sin ( ) cos ( ) 2+ λ + β δ λ π − α + λδ λ π − α − µδ[ ]] , 

 5 24 sin [cos( 2) sin( 2) ]f = λπδ λ + α + µ λ + α , 

 ( )2 2 2
1 1 sin sin ( 1)t = λ + α − λ + α , 

 11 12sin( 2) ( 2) sin ,       cos cos( 2)δ = λ λ + β − λ + λβ δ = λβ − λ + β , 

 21 22sin( 2) ( 2) sin ,      cos cos( 2)δ = λ λ + α − λ + λα δ = λα − λ + α , 

 23 ( 2) sin( 2) sinδ = λ + λ + α − λ λα , 

 31 ( 1) sin 2 sin 2( 1)δ = − λ + α + λ + α , 

 32 ( 1) sin 2 sin 2( 1)δ = λ + α + λ + α , 

 ( ) 2 2
1( ) 1 sin sin ( 1)x x xδ = λ + + λ + , 

 ( )2 1 sin cos( ) sin( 1) cos[( 1) ]δ = λ + α λπ + α − λ + α λ + α − λπ , 

 1 2
1(2) 1(2)

2 1

1
2 ,      ,      3 4

1
E

e
E

+ ν
β = π − α = = − ν

+ ν
æ , 

де λ  – показник сингулярності напружень, який визначаємо як найменший 
на інтервалі ( 1, 0)−  корінь характеристичного рівняння задачі 

 0 ( ) 0D λ = , (4) 

де 

 0 01 02( ) ( ) ( )D D Dλ = λ + µ λ , 

 01 1 11 1 2 12 3 1 2 3( ) (1 ) 0.5(1 ) 0.5 (1 ) (1 )(1 )D e D t e D t e dλ = − + − + + + + +æ æ æ æ[ ]  

 1 2 13(1 )(1 )e D+ + +æ æ , 

 2
02 1 21 1 2 22 3 1 4 1 3( ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 2(1 )D e D t e D t d e t tλ = − + − + − + + − +æ æ æ[ ]{ }  

 1 2 23(1 )(1 )e D+ + +æ æ , 

 11 5 1( ) (1 ) (1 ) sin 2( 1)(2 )D e dλ = − + + λ + π − αæ , 

 12 2 2( ) (1 ) sin 2( 1) (1 )D e e dλ = + λ + α + −æ , 

 2
13 1 7 2 9( ) sin (1 ) (1 )D d e dλ = λπ + − +æ æ[ ] , 

 21 6 1 2( ) (1 ) (1 )D e d tλ = − − + æ , 

 22 2 4 1( ) (1 ) (1 )D e t e dλ = + + −æ , 

 2
23 1 2 8( ) sin (1 ) (1 )D e dλ = λπ + − +æ æ[ ] , 
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 ( )22 2 2
2 3 2 4sin ( 1) ,     1 sin ,     sin ( 1)t t t t= λ + β = λ + α − = λ + α , 

 ( ) ( )2
1 4 21 sin 3 ,      1 sin 2 sin 2( 1)d t d= λ + α + = λ + α + λ + α , 

 ( )2 2
3 1 sin sin( 1) sin( 1) sin 2( 1)( )d  = λ + α + λ + α λ + β λ + α − π −   

 ( ) 2 22 1 sin sin 2 cos ( 1)( )− λ + λπ α λ + π − α , 

 ( )2 2 2
4 2 1 sin sin( 1) sin( 1) sin ( 1)( )d  = λ + α + λ + α λ + β λ + π − α −   

 2 2 24 sin ( 1) sin cos ( 1)( )− λπ λ + α λ + π − α +  

 sin ( 1) sin( 1) + λ + α λ + β , 

 2
5 6 2( 1) sin 2 sin 2( 1) ,      ( 1) sin 3d d t= λ + α − λ + β = λ + α + , 

 7 ( 1) sin cos sin ( 1) cos ( 1)d = λ + α α − λ + α λ + β , 

 2
8 ( 1) sin sin ( 1) sin ( 1)d = λ + α + λ + α λ + β , 

 9 ( 1) sin cos cos ( 1) sin ( 1)d = λ + α α + λ + α λ + β . 

Під дією стискальних навантажень більш м’який верхній матеріал в 
околі правої вершини тріщини (рис. 1a) зміщується вліво відносно нижнього 
матеріалу, тому коефіцієнт тертя µ  повинен бути від’ємним. Сталу C , ана-
логічну за смислом до коефіцієнта інтенсивності напружень біля вершини 
тріщини, вважаємо заданою за умовою. Передбачається, що в задачі, яка 
відповідає тому етапу процесу деформування, коли зона передруйнування 
ще не появилася, нормальне напруження при 0θ =  в околі вершини 
тріщини є розтягувальним ( 0θ = , 0θσ > ). Це вимагає виконання умови 

( ) 0CF α >  додатково до вимоги існування стискального напруження 0θσ <  

на берегах тріщини (2 )θ = − α π − α∪ , необхідного для контакту берегів. 
У кінці лінії розриву, яка моделює зону передруйнування, відповідно 

до загальних положень про напружено-деформований стан в околі гостро-
кінцевих концентраторів [9], напруження мають кореневу особливість: 

 1 2

1

1 (1 )
0,   0 :      

2(1 ) 2 ( )

e kr
r

θ
+ + +

θ = → + σ ∼
+ π −

æ æ
æ

l
l

, (5) 

де k  – коефіцієнт інтенсивності напружень, який підлягає розрахунку в 
ході розв’язання задачі.  

Розв’язок сформульованої крайової задачі (1)–(3) шукаємо у вигляді 
суми наступних двох задач. Перша задача відрізняється від сформульо-
ваної тим, що в (2) замість першої умови покладаємо 

 00,   :       ( )r CF rλ
θθ = < σ = σ − αl , (6) 

а на нескінченості напруження спадають, як (1 )o r/ . Другою задачею є 
аналогічна першій задача без лінії розриву, розв’язок якої отримано в [3], 
тому завдання зводиться до розв’язання першої задачі. 

2. Розв’язання задачі. Застосувавши до рівнянь рівноваги, умови су-
місності деформацій, закону Гука та граничних умов (1) інтегральне пере-
творення Мелліна [8] і використавши другу з умов (2) і умову (6), прихо-
димо до функціонального рівняння Вінера – Гопфа першої задачі: 
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 0
1 2

( )
( ) ctg ( ) ( ),    Re

1 1
CF

p A p G p p p
p p

λ
+ −σ αΦ + − = π Φ − ε < < ε

+ + + λ
l

, (7) 

де 

 
1

1
2
11 0 0

( ) ( ,0) ,     ( )
4(1 )

p pr

r d

E u
p d p d

r

∞
+ −

θ =ρ
θ=

∂
Φ = σ ρ ρ ρ Φ = ρ ρ

∂− ν∫ ∫l ,  

 1 1 2 1 1

1 2 0

(1 ) 1 (1 ) (1 ) ( ) sin
,       ( )

2( )(1 ) 2 ( 1 ) cos
e D p p

A G p
e e AD p p

+ + + + + π
= =

+ + − − π
æ æ æ æ

æ æ
[ ]

, 

  2 2 2
1 1 1 5 2 4 6( ) (1 ) cos ( 1) (1 ) cos ( 1)D p p e p= − + + β∆ ∆ − + + α∆ ∆ +æ æ  

  1 1 3 2 2 4(1 )(1 ) (1 )(1 )e e e+ µ − + ∆ ∆ − µ − + ∆ ∆ +æ æ  

  2
1 2 7 8 92 (1 )(1 ) cos ( 1)( ) sine p p+ + + + π − α ∆ ∆ + π∆æ æ [ ] , 

 2 2 2
1 2( ) sin sin ,       ( ) sin 2 sin 2p p p p p p∆ = α − α ∆ = α − α , 

  
2 2 2

3 4( ) sin 2 sin 2 ,        ( ) sin sinp p p p p p∆ = α + β ∆ = α − β , 

 5 6( ) cos ( 1) sin ( 1) ,   ( ) cos ( 1) sin ( 1)p p p p p p∆ = − β + µ − β ∆ = − α − µ − α , 

 2 2
7( ) sin sin sinp p p p∆ = α + α β , 

 8( ) cos ( 1)( ) sin ( 1)( )p p p∆ = − π − α + µ − π − α , 

 2 2
9 ( ) sin 2 sin cos ( ) cos ( )p p p p p∆ = α − µ α π − α π − α − α −[ ]  

 sin sinp p− α β , 

1 2,  ε ε  – достатньо малі додатні числа. 
Розв’язок функціонального рівняння (7), знайдений за допомогою мето-

ду Вінера – Гопфа [7] подібно до розв’язків аналогічних рівнянь у роботах 
[4–6], має вигляд 

 0 1 1( ) ( ) ( )
1 ( ) ( ) ( 1) ( 1)

p p G p
p p G p G

+ + +
+ + + +

σ  Φ = − − −  + − − 
K

K K
 

 
( ) 1 1

1 ( ) ( ) ( 1 ) ( 1 )

CF
p p G p G

λ

+ + + +
α  − −  + λ + − − λ − − λ  K K

l
, 

 Re 0p < , 

 0( ) 1( )
1( ) ( 1) ( 1)

pG p
p

pA p G

−
−

− + +

σΦ = − + − −K K
 

 
( ) 1

1 ( 1 ) ( 1 )

CF
p G

λ

+ +
α − + λ + − − λ − − λ K

l
, Re 0p > , (8) 

де 

 
(1 )

( )
(0.5 )

p
p

p
± Γ=

Γ
K

∓
∓

, 

 
( )

( ) ,          Re 0
( )

G p
G p p

G p

+

−= = , 

 
( ), Re 0,ln ( )1exp

2 ( ), Re 0,

i

i

G p pG z
dz

i z p G p p

+ ∞ +

−
− ∞

 <  =  π − >  
∫  

( )pΓ  – ґамма-функція Ейлера. 
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3. Визначення параметрів зони передруйнування. Застосувавши до 
асимптотики (5) теорему абелевого типу [7], отримаємо 

 ( )
1 2

1

1 (1 )
( ) ,      ,  Re 0

2 2

e kp p p
e p

+ + + +
Φ ∼ → ∞ <

+ −

æ æ
æ l

. 

Порівнюючи цю асимптотику з асимптотикою розв’язку (8) при p → ∞ , 

Re 0p < : 

 0 ( )1( )
( 1) ( 1) ( 1 ) ( 1 )

CF
p

p G G

λ
+

+ + + +

σ α Φ ∼ − 
− − − − − λ − − λ K K

l
, 

знайдемо коефіцієнт інтенсивності напружень біля кінця лінії розриву нор-
мального переміщення: 

 01

1 2

2( ) ( )
2

1 (1 ) ( 1) ( 1) ( 1 ) ( 1 )

e CF
k

e G G

λ

+ + + +

σ+ α = − + + + − − − − λ − − λ K K
ll

æ
æ æ

. 

 Відповідно до вимоги обмеженості напружень у кінці зони передруйну-
вання, покладаємо коефіцієнт інтенсивності k  рівним нулеві, звідки отри-
муємо аналітичний вираз для довжини зони: 

 
( )

1/

0

2 ( ) (0)

1 ( )

CF J

J

− λ

+
α =  

πσ −λ − λ K
l , (9) 

де 

 
2 2

0

( 1) ln ( ) arg ( )1( ) exp
( 1)

x G it t G it
J x dt

t x

∞ + + ⋅ 
=  π + + 

∫
( )

. 

Згідно з (9), довжина зони передруйнування нелінійно зростає зі збіль-
шенням зовнішнього навантаження, до якого множник C є прямо пропор-
ційним. Крім того, довжина зони передруйнування є тим більшою, чим мен-
шим є опір відриву з’єднувального матеріалу 0σ . 

Знайдений розв’язок (8) рівняння Вінера – Гопфа задачі із залученням 
оберненого перетворення Мелліна і теореми про лишки дозволяє визначити 
поле напружень в околі вершини тріщини, яке змінилося в результаті 
утворення зони передруйнування. Загальна структура тензора напружень 
на відстанях r = l  має вигляд 

 0( , ) ( ) ( , ) ,       0i
mn mn mn i

i

r g r r
′λ′σ θ = σ θ + θ λ →∑ , (10) 

де 0 ( )mnσ θ , ( , )mn ig ′θ λ  – відомі функції, i
′λ  – корені рівняння 

 1( 1 ) 0D x− − = , (11) 

які внаслідок вимоги обмеженості переміщень задовольняють умову 
Re 1i

′λ > − . Зокрема, кореням рівняння (11) у смузі 1 Re 0i
′− < λ <  відпові-

датимуть сингулярні складові в розвиненні (10), що зумовлюють концентра-
цію напружень біля вершини тріщини. 

На досліджуваному початковому етапі розвитку зони передруйнування 
розкриття тріщини в її вершині, згідно з прийнятими в (1) граничними умо-
вами, дорівнює нулеві, тому, відповідно до деформаційного критерію руйну-
вання, зрушення тріщини здається неможливим. Однак можна уявити ме-
ханізм її зрушення, за яким спочатку відбудеться розрив міжчастинкових 
зв’язків у зоні передруйнування у місці максимального розходження меж 
зони, яке дорівнює стрибку нормального переміщення ( ) ( , 0)u r u rθδ = , при 

досягненні ним деякого критичного значення cruδ , що є характеристикою 
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з’єднувального матеріалу. В результаті всередині зони передруйнування 
утворюється мікротріщина (див. рис. 2), яка збільшується за розмірами зі 
збільшенням навантаження аж до досягнення нею вершини початкової 
тріщини, що і призводить до зрушення тріщини. 

 

Рис. 2. Модель структури зони передруйнування з мікротріщиною. 

Використовуючи розв’язок (8) рівняння Вінера – Гопфа задачі, знахо-
димо залежність ( )u rδ : 

 01

1 1 1

( 1 ) ( 1 ) ( )2(1 )
( )

( 1 ) ( 1) (0) (1 )( )
i i i

i i i i i

D J
u r r

E D J

+∞

+
=

′ ′ ′ − − λ − − λ λ λ+ ν  δ = ×  ′ ′ ′ ′ ′− − λ − λ + λ λ − λ
∑

K

K
 

 0

1

( 1)

( 1)

i Dr
D

′λ ′ −  × +   ′ −   l
. (12) 

Умова максимуму розходження меж зони передруйнування ( )u rδ  при-

водить до рівняння для розрахунку відстані mr , на якій слід очікувати 
утворення мікротріщини: 

 0 0

11 1

( 1 ) ( 1 ) ( ) ( 1)
0

( 1)( 1 ) ( 1) (0) ( )

i
i i i

i i i i

D J Dr

DD J

′λ+∞

+
=

′ ′ ′ ′− − λ − − λ λ λ −   + =   ′ −′ ′ ′ ′− − λ − λ λ − λ   
∑ K

K l
. (13) 

Відповідно значення найбільшого розходження меж зони дорівнюватиме 

m( )u rδ . Прирівнявши максимальне розходження і критичне значення, яке 
відповідає цілковитому розриву міжчастинкових зв’язків у досліджуваній 
частині зони передруйнування, отримуємо рівняння m cr( )u r uδ = δ , з якого 
можна визначити навантаження, що відповідає моменту зародження мікро-
тріщини. Подальше збільшення навантаження буде супроводжуватися змі-
ною кута відхилення α  тріщини від площини межі поділу матеріалів і 
зростанням довжини мікротріщини. Положення кінців мікротріщини та її 
довжину можна визначити з рівнянь 1(2) cr( )u r uδ = δ , де 1 m 20 r r r< ≤ ≤ < l , 

і micro 2 1r r= −l  (рис. 2). При цьому слід мати на увазі, що наявна мікротрі-
щина буде істотно впливати на напружено-деформований стан в області 
зони передруйнування. Тому розглянута вище модель зони передруйнуван-
ня і знайдений розв’язок задачі про її параметри є коректними лише за 
виконання умови micro =l l . 

Відмітимо, що в (12), (13) підсумовування передбачається за всіма ко-
ренями рівняння (11), які задовольняють умову Re 1i

′λ > − . Проте в дійс-
ності виявляється, що внаслідок підвищеного рівня напружень в околі вер-
шини тріщини справджується нерівність mr = l , тому достатня точність 

визначення mr  досягається при врахуванні всього лише 4÷6 перших коре-

нів, і тільки на відстанях одного порядку з l  у сумі ряду (12) потрібно бра-
ти набагато більше доданків.  

4. Аналіз отриманих результатів. Як випливає з попереднього розгля-
ду, обчислення параметрів маломасштабної зони передруйнування вимагає 
знання кута відхилення тріщини від початкового напрямку і коефіцієнта C  
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в умові (3) при заданій величині стискального навантаження. У зв’язку з 
цим будемо вважати, що виконуються такі припущення. Зовнішнє наванта-

ження будемо задавати безрозмірним параметром 0/C Lλσ = σ . Кут відхи-

лення тріщини α  залежить як від величини стискального навантаження, 
так і від пружних характеристик з’єднаних матеріалів. Оскільки відсутні 
достовірні відомості про таку залежність, то приймемо за перше наближен-
ня лінійне співвідношення ( , ) 180 ( )e eα σ = ° + η σ , де ( )eη  – деяка невідома 
функція біматеріального параметра e , означеного у блоці формул після (3). 
 Результати обчислень параметрів зони передруйнування і мікротріщи-
ни: кута α , відносних довжин зони передруйнування /x L= l  і мікротрі-

щини micro 2 1( )/x r r L= − , відстані m/r L  до положення максимального роз-

ходження меж зони і нормоване значення цього розходження muδ =%  

m 1

1 0

( )
2(1 )

u r E
L

δ
=

+ ν σ
, положення вершин мікротріщини 1/r L , 2/r L , наведені у 

табл. 1 і на рис. 3 для таких значень характеристик з’єднаних матеріалів:  

 1 2/ 0.5E E = , 1 2 0.3ν = ν = , 0.5µ = − , 400η = ,  

нормоване значення критичного розходження 5
cr 8 10u −δ = ⋅% .  

 Таблиця 1. Параметри зони передруйнування і мікротріщини. 

σ  α ,° x  m /r L  muδ %  1/r L  2/r L  microx  

0.001 180.2 2.42∙10–8 2.07∙10–9 6.63∙10–9 

0.002 180.4 4.19∙10–7 3.59∙10–8 1.15∙10–7 

0.003 180.6 2.22∙10–6 1.90∙10–7 6.07∙10–7 

0.004 180.8 7.22∙10–6 6.19∙10–7 1.98∙10–6 

0.005 181.0 1.80∙10–5 1.55∙10–6 4.93∙10–6 

0.006 181.2 3.81∙10–5 3.26∙10–6 1.04∙10–5 

0.007 181.4 7.16∙10–5 6.13∙10–6 1.96∙10–5 

0.008 181.6 1.24∙10–4 1.06∙10–5 3.38∙10–5 

0.009 181.8 2.00∙10–4 1.72∙10–5 5.47∙10–5 

Мікротріщина 
не утворюється 

0.010 182.0 3.08∙10–4 2.64∙10–5 8.42∙10–5 1.28∙10–5 4.81∙10–5 3.54∙10–5 

0.011 182.2 4.55∙10–4 3.90∙10–5 1.24∙10–4 3.09∙10–6 1.67∙10–4 1.64∙10–4 

0.012 182.4 6.50∙10–4 5.56∙10–5 1.77∙10–4 1.36∙10–6 3.25∙10–4 3.23∙10–4 

0.013 182.6 9.02∙10–4 7.71∙10–5 2.46∙10–4 7.14∙10–7 5.37∙10–4 5.36∙10–4 

0.014 182.8 1.22∙10–3 1.04∙10–4 3.33∙10–4 4.13∙10–7 8.13∙10–4 8.13∙10–4 

0.015 183.0 1.62∙10–3 1.38∙10–4 4.41∙10–4 2.56∙10–7 1.16∙10–3 1.17∙10–3 

Розрахунки підтверджують попередній висновок про нелінійне зрос-
тання довжини зони передруйнування при збільшенні навантаження, отри-
маний на основі аналізу формули (9). Пропорційно до довжини зони перед-
руйнування збільшуються відстань від вершини початкової тріщини до точ-
ки максимального розходження берегів зони m/ constr ≈l  і величина цього 

розходження m/ constδ ≈l .  
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 а) б) 

Рис. 3. Залежність від безрозмірного параметра навантаження σ : a) – віднос-
них довжин зони передруйнування /x L= l  (суцільна лінія) і мікротрі-

щини microx  (штрихова лінія); б) – відносних відстаней mr L/  (штрихо-

ва лінія), 1r L/  (суцільна лінія), 2r L/  (штрихпунктирна лінія) для 

1 2/ 0.5E E = , 1 2 0.3ν = ν = , 0.5µ = − ; 400η = . 

Після утворення мікротріщини її довжина microl  зі збільшенням наван-
таження зростає швидше, ніж довжина зони передруйнування (рис. 3a), до-
сягаючи значення більше половини довжини зони при розглянутому макси-
мальному навантаженні. При цьому ближній кінець мікротріщини істотно 
зближується з вершиною початкової тріщини ( 1 0r → , рис. 3б), і подальші 
розрахунки стають некоректними через необхідність урахування впливу 
мікротріщини на напружено-деформований стан в околі вершини і її мож-
ливого злиття з початковою тріщиною. Відстань 2r  від вершини початкової 
тріщини до віддаленого кінця мікротріщини зі збільшенням навантаження 
зростає швидше, ніж mr  і l  (рис. 3б), і при досить високих навантаженнях 

визначає довжину мікротріщин ( 2 micror ; l ). 
Згідно з результатами, наведеними у табл. 1 і на рис. 3б, порівняно не-

велике збільшення навантаження супроводжується швидким зближенням 
мікротріщини з вершиною початкової тріщини, що призводить до розкрит-
тя початкової тріщини, подальшого поширення шляхом злиття з мікротрі-
щиною і можливого руйнування кусково-однорідного тіла шляхом його по-
ділу по межі поділу матеріалів. Це припущення дозволяє оцінити граничне 
навантаження, при якому відбувається зрушення тріщини, за значенням 
критичного навантаження crσ , що визначається з умови m cr( )u r uδ = δ , при 
якому відбувається зародження мікротріщини. Рис. 4a демонструє, як без-
розмірне критичне навантаження залежить від відношення пружних пара-
метрів з’єднаних матеріалів. Виявляється, значення crσ , так само, як і від-

повідний кут відхилення тріщини від початкового напрямку cr∆α =  

cr( , ) 180e= α σ − °  (рис. 4б), зменшуються при зближенні модулів Юнга з’єд-

наних матеріалів 1 2( / 1)E E → . Проте ці висновки не є остаточними, тому 

що через невідому залежність ( )eη  під час розрахунків параметр η  по-

кладався сталим. Як бачимо на рис. 4, більшим значенням η  ( 400η = , су-

цільні криві) відповідають менші значення критичного навантаження crσ  та 

більші значення кута відхилення cr∆α  тріщини від початкового напрямку.  
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 а) б) 

Рис. 4. Залежність від відношення модулів Юнга 1 2/E E : а) – критичного на-

вантаження crσ ; б) – критичного кута відхилення тріщини cr∆α  для 

1 2 0.3ν = ν = , 0.5µ = −  ( 200η =  – пунктирні лінії, 400η =  – су-
цільні лінії). 

У процесі навантаження тіла з подальшим вигином тріщини і утво-
ренням зони передруйнування відбувається зміна показника сингулярності 
напружень. Результати розрахунків коренів рівнянь (4) і (11) показують, 
що наявність зони передруйнування призводить до посилення концентрації 
напружень: найменший на інтервалі ( 1, 0)−  корінь 1

′λ  рівняння (11) вияв-

ляється меншим, ніж аналогічний корінь 1λ ≡ λ  рівняння (4) (рис. 5).  

 

Рис. 5. Залежність від навантаження σ  показників сингулярності напружень в 
околі вершини вигнутої тріщини при відсутності зони передруйнування 
( 1λ  – суцільна лінія) та її наявності ( 1

′λ  – штрихова лінія; 2
′λ  – штрих-

пунктирна лінія). 

Якщо показник сингулярності 1λ  незначно зростає при збільшенні на-
вантаження, залишаючись близьким за величиною до показника сингу-
лярності 

 2 1

2 1

(1 ) ( )1 arcctg
(1 ) ( )C

e e
e e

+ − +
λ = −

π + + +
æ æ
æ æ

 

в кінці тріщини на плоскій межі поділу в рамках моделі Comninou з фрик-
ційним контактом берегів [10], то показник 1

′λ , навпаки, знижується, що 
призводить до подальшого посилення концентрації напружень (рис. 5). Крім 
того, у виразі (10) для компонент тензора напружень при утворенні зони 
передруйнування появляється ще один істотний сингулярний доданок з по-
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казником сингулярності 2 1
′λ > λ , що призводить до додаткового посилення 

концентрації напружень. Відмітимо, що рівняння (4) і (11) мають також 
досить близькі до нуля від’ємні корені 2λ  і 3

′λ  відповідно, які не впливають 
істотно на напружено-деформований стан в околі вершини тріщини і пара-
метри зони передруйнування. 

Утворення зони передруйнування в околі концентратора напружень 
зазвичай супроводжується розвантаженням матеріалу в цій області. Проте, 
як встановлено вище, в цій моделі спостерігається зворотний процес – 
зростання рівня напружень, наслідком якого є утворення і розвиток мікро-
тріщини. Але, крім утворення мікротріщини, можливим є також механізм 
зниження рівня концентрації напружень, який полягає в утворенні безпо-
середньо біля вершини початкової тріщини зони деструкції матеріалу (зони 
процесу руйнування). На відміну від описаної вище моделі зони передруй-
нування, в зоні деструкції високого рівня досягають не тільки деформації 
відриву, але і деформації зсуву. Зокрема, комплексна модель зони перед-
руйнування, яка враховує наявність в ній маломасштабної зони деструкції, 
для міжфазної тріщини на плоскій межі поділу середовищ реалізована в 
роботах [6, 11]. Для дослідженої в цій роботі проблеми руйнування при 
стисканні розгляд задачі про утворення зони деструкції може бути акту-
альним для пояснення власне зрушення початково закритої тріщини.  

Висновки. Запропоновано модель початкового етапу процесу руйну-
вання кусково-однорідного тіла при стисканні вздовж плоскої межі поділу 
матеріалів, що містить міжфазну тріщину. В її основі лежить припущення 
про спільний вигин берегів тріщини в сторону менш жорсткого матеріалу, у 
поєднанні з їх фрикційним контактом і утворенням зони передруйнування 
у з’єднувальному матеріалі в околі вершини тріщини. Моделюванням зони 
передруйнування лінією розриву нормального переміщення отримано роз-
в’язок задачі про розрахунок параметрів зони, за яким встановлено співвід-
ношення, які визначають довжину і розходження меж зони. За допомогою 
деформаційного критерію сформульовано умову зародження мікротріщини 
в зоні передруйнування, яке використано для визначення граничного на-
вантаження, що відповідає моменту зародження мікротріщини, та для до-
слідження залежності її розмірів від навантаження. Запропоновано меха-
нізм зрушення початкової тріщини і подальшого руйнування тіла при стис-
канні, що передбачає злиття тріщини зі зростаючою мікротріщиною при 
збільшенні навантаження. У рамках дослідженої моделі виконано числовий 
розрахунок параметрів маломасштабної зони передруйнування і мікротрі-
щини, аналіз яких привів до наступних висновків: 

• Дія стискального навантаження уздовж плоскої межі поділу матері-
алів кусково-однорідного тіла, що містить міжфазну тріщину, призво-
дить до відхилення берегів тріщини в сторону менш жорсткого матеріа-
лу на кут, який зростає зі збільшенням навантаження. 

• Довжина зони передруйнування у з’єднувальному матеріалі і роз-
ходження її меж нелінійно зростають зі збільшенням стискального на-
вантаження. Відстань від вершини початкової тріщини до точки макси-
мального розходження берегів зони і величина цього розходження май-
же прямо пропорційні до довжини зони передруйнування. 

• Після досягнення критичного розходження берегів зони передруй-
нування відбувається утворення мікротріщини, довжина якої зі збіль-
шенням навантаження зростає швидше, ніж довжина зони передруйну-
вання. При цьому порівняно невелике збільшення навантаження супро-
воджується швидким зближенням мікротріщини з початковою тріщиною. 

• Критичне навантаження, що відповідає моменту утворення мікро-
тріщини, є тим більшим, чим сильніше відрізняються пружні характе-
ристики з’єднаних матеріалів. 
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• Утворення зони передруйнування призводить до посилення концен-
трації напружень біля вершини тріщини, яке можна усунути деструк-
цією матеріалу в околі вершини тріщини. 
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INVESTIGATION OF THE INITIAL STAGE OF FRACTURE OF A PIECE-HOMOGENEOUS BODY 
WITH INTERFACE CRACK UNDER COMPRESSION ALONG THE INTERFACE 
 
The initial stage of the fracture process of a piecewise homogeneous body 
under compression along a flat interface of materials, containing an interface 
crack, is considered. An analytical calculation of parameters of a small-scale 
pre-fracture zone in the joint material near the tips is performed. The value of 
zone boundaries deviation is found. It is used later in the deformation criterion 
for the formation of a secondary microcrack in it. The mechanism of a crack 
starting is proposed, which provides its coalescence with a growing microcrack 
under an increasing load. 

Key words: interfacial crack, compression along interface, faces contact, pre-
fracture zone, secondary microcrack, crack starting mechanism. 

 
1 Ін-т механіки ім. С. П. Тимошенка НАН України, Київ,  Одержано 
2 Уманськ. держ. пед. ун-т ім. П. Тичини, Умань 01.10.20 
 


