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Розглянуто симетричну задачу про розвиток пластичних смуг з кутової точки межі 
поділу ізотропних жорстко зчеплених середовищ. Пластичну смугу змодельовано 
лінією розриву дотичного переміщення. Точний розв’язок відповідної задачі теорії 
пружності побудовано методом Вінера-Гопфа і на його основі визначено довжину і 
напрямок розвитку пластичних смуг.

Клю чові слова: пластична смуга, кутова точка, меж а поділу середовищ, лінія роз­
риву дотичного переміщення, метод Вінера-Гопфа.

Визначення пластичних та інших зон передруйнування біля гострокінцевих 
концентраторів напружень у деформівних твердих тілах -  одна з головних задач 
механіки руйнування. Результати такого аналізу дадуть можливість повніше опи­
сати напружено-деформований стан матеріалу біля концентраторів, який передує 
руйнуванню. Більшість праць, присвячених плоским задачам про визначення 
вузьких зон передруйнування у межах моделей з лініями розриву переміщення, 
описують ситуацію, коли концентраторами напружень є кінці тріщин в однорід­
них тілах [1-4]. Низка досліджень у цьому напрямку стосується інших кутових 
точок однорідного тіла [5-8]. Для кусково-однорідних тіл зони передруйнування 
визначено біля кінців міжфазних тріщин [9-11] та в кінці тріщини, що виходить 
на межу поділу середовищ [12-14]. Розраховано розмір міжфазних зон передруй­
нування в кутовій точці межі поділу ізотропних середовищ для пружно-пластич­
ного і крихкого з ’єднувальних матеріалів [15, 16].

Нижче розв’язано задачу про визначення вузької пластичної зони передруй­
нування у кутовій точці межі поділу ізотропних середовищ за умови, що частини 
кусково-однорідного тіла жорстко зчеплені.

Ф ормулювання задачі. В умовах плоскої деформації розглянемо кусково- 
однорідне тіло, складене з ізотропних жорстко зчеплених пружно-пластичних 
частин. М ежа поділу середовищ  містить кутову точку -  гострокінцевий концен­
тратор напружень. У відповідній статичній задачі теорії пружності за наближен­
ня точки тіла до кутової точки межі поділу середовищ напруження прямують до 
нескінченності.

Зі зростанням зовнішнього навантаження біля кутової точки з ’являється і 
розвивається пластична зона. Вивчатимемо лише початкову стадію розвитку, ко­
ли її розмір значно менший, ніж розміри тіла. Задачу вважатимемо симетричною 
відносно бісектриси кута, утвореного лініями поділу матеріалів. Тоді пластична 
зона матиме вид пари симетричних вузьких смужок, що виходять з кутової точки 
та розташовані у пластичнішому матеріалі [17, 18]. Необхідно визначити довж и­
ну і напрямок розвитку початкових пластичних смуг.
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Оскільки матеріал тіла пружно-пластичний, переважальні деформації у пла­
стичній зоні розвиваються за механізмом зсуву. Тому смужку-зону моделювати­
мемо прямою лінією розриву дотичного переміщення, на якій дотичне напружен­
ня дорівнює границі текучості на зсув.

З урахуванням малості пластичної 
зони приходимо до плоскої статичної 
симетричної задачі теорії пружності для 
кусково-однорідної ізотропної площини 
з межею поділу середовищ у вигляді 
сторін кута 2а , яка містить два пря­
молінійні розрізи скінченної довжини /, 
що виходять з кутової точки О під 
кутом (3 до цієї межі (рис. 1).

На нескінченності задана асимпто- 
тика поля напружень, яка є розв’язком 
аналогічної задачі без розрізів (задача 
К), що відповідає єдиному на інтервалі 
]-1; 0[ кореню її характеристичного рів­
няння [15, 16]. Подібні однорідні задачі 
теорії пружності для кусково-однорід­
них тіл клиноподібної конфігурації, які 
можна розв’язати методом відокремлен­
ня змінних, розглядали раніше [19, 20].
Довільну сталу С, яка входить до роз­
в’язку задачі К, вважаємо заданою. Вона характеризує інтенсивність зовнішнього 
поля напружень. Цю сталу можна розглядати як коефіцієнт інтенсивності напру­
жень у кутовій точці межі поділу середовищ.

Беручи до уваги симетрію задачі теорії пружності (рис. 1), її крайові умови 
запишемо в полярній системі координат (г, 0):

тг0 = 0, ме = 0, 0 = [3 -  а, 0 = 7г -  а + 3;

(сте) = (Це) = °> (и0) = (мг) = О, 0 = 3; (!)

(о е) = (Ц е) = 0- (ие} = 0’ е = °і
т,.е =Т[, 0 = 0, г<1 \  (мг} = 0, 0 = 0, г>1 \  (2)

т,.0 = Q (a,3 ,^0,v1,v2) / 1 0 = 0’ г ^ ° ° -  (3)

Тут 3 _ о с < 0 < я - а  + 3 ; ( а )  -  стрибок а; Хі -  єдиний на інтервалі ] —1;0[ корінь 

характеристичного рівняння задачі К [15, 16]:

А(—А, — 1) = 0, Д(г) = 50(z) + S1(z)<? + S2(z )e 2 ,

S()(z) = (s in 2 z a  + zsin  2a)[%1 s in 2 z ( r c - a )  + z sin 2a],

51 (z) = (1 + %! )(1 + %2 ) sin2 ztc -  (sin 2 z a  + z sin 2 a ) \X\ sin 2 z (n  -  a )  + z sin 2 a ] -

-[s in  2г(л  -  a )  -  z sin 2 a ] (%2 sin 2 z a  -  z sin 2 a ),

§2  ( z ) = [sin 2z(7t -  a )  -  z sin 2a](%2 sin 2z a  -  z sin 2 a),

I + V2 E 1
e ~ T T  e0’ eo ~ T T ’ Xi,2_ 3 - 4 v 1 2 ,1 + Vj E 2

E\, E2 -  модулі Юнга; v b v2 -  коефіцієнти Пуассона.
Функцію g (a ,3 ,e 0 v l5v 2) виражає формула

Рис. І. Лінії розриву дотичних
переміщень в околі кутової точки

межі поділу середовищ.
&

Fig. І . Lines of rupture of tangential 
displacements in the vicinity of the corner 

point of the madia interface.



g = XIg ,s in X 1( a - | 3 ) - g 2 sin(X1 + 2 )(a - (3 ) ,

£ l  =  (1 +  Xl X і  -  X2 ) c c l i 2 c 3 -  0  “  X2 ) 0  “  Xi ~  2e)cClS2C2S3 +

+ X ,[(1  +  X l)5C5203 -  (1 -  x ,  -  2e)scc2s3 +  (1 -  X2 ) ( l  -  e)sc l s2c2] + (1 -  o)X,25 2c 2 , 

£ 2 = 0  +  Xl)0 -  X2 ) V W 2 c 3 +  0  “  Xl)(l +  Х 2Я ісЇЇс1с2л'3 -  2 [1 -  Xl -  0  -  X2)el x 

x (l -  X2 + ''■i )CC12S2S3 + (! + X i * CS1C3 -  (! + X2 )^ 1  S5,c,c2 -  (1 -  Xl -  2e)X, x 

X(1 -  x 2 + )5ос,5'з + [2 -  (1 -  x 2) e]X ,(1 -  x 2 + 'Ч ) s c f s2 + (1 -  o)(l -  x 2 + X ^ X jz rc ,,

5 = s in 2 a , c = c o s X ,( n - a ) ,  5,= sinX ,a, c ,=  cosX ,a,

s2 = sin (X, + 2 )a , c2 = cos(X, + 2 )a , s3 = sin[X, (я  -  a )  -  2a ], c3 = cos[X, (я  -  a )  -  2 a ],

Якщо Cg > 0, t o  x, = x; якщо Cg < 0, t o  x, = -x  (x -  границя текучості на зсув ма­
теріалу 2).

Розв’язок сформульованої задачі теорії пружності (рис. 1) є сумою розв’яз­
ків таких двох задач. Перша відрізняється від неї тим, що замість перш ої з умов 
(2) маємо

т гЄ = х, -  CgrX' , 0 = 0, r < /, (4)

а на нескінченності напруження зникаю ть як о(1/г) (у виразі (3) відсутній перший 
доданок). Друга -  задача К. Оскільки її розв’язок відомий, достатньо побудувати 
розв’язок перш ої задачі. Для цього використовуватимемо метод В інера-Гопфа у 
поєднанні з апаратом інтегрального перетворення М елліна [21].

Р о зв ’язо к  р ів н ян н я  В ін ер а-Г о п ф а . Застосуємо перетворення М елліна
оо

т ( р ) =  j m ( r ) r pdr  
о

з комплексним параметром р  до рівнянь рівноваги, умови сумісності деформацій, 
закону Гука, умов (1). Враховуючи другу з умов (2) і умову (4), приходимо до 
функціонального рівняння Вінера-Гопфа:

 ̂Ф +(/?) н— ^ — - = ctg p n G ( p ) c b ~ ( p ) ,  (5)
р  +1 р  + X, +1

lno(P) + nd P ) e  + n2( p ) e 2] s m p n  
^*\Р) 2 ’

[d0 (p)  + d l ( p ) e  + d 2( p ) e  ]c o sр п

п0 (р)  =  - 2  [х, з і п 2 р ( я - а )  + p s in 2 a ] x  

x[[sin  2 р ( а  -  (3) + р  sin 2 (а  -  (3)] (sin 2 pfi + р  sin 2(3) +

+ 2 [co s2 p (a  -(3) - c o s 2 ( a  -(3)](sin2 p(3 -  p 2 sin2 (3)j,

>h ( p ) = [s in 2 /5 (a -(3 ) + p s in 2 ( a - ( 3 ) ] x  

x{2[sin 2 p(я  -  a )  -  p  sin 2 a ] (x 2 sin 2p(3 -  p  sin 2(3) + 2[x, sin 2 р (я  -  a )  + p  sin 2 a ]  x 

x(sin 2 p(3 + p  sin 2(3) + (1 + X, )(1 + X2) tcos 2 p ( n  -  a  + (3) -  cos 2(я  -  a  + (3)]] -  

-[cos 2p ( a  -  (3) -  cos 2 (a  -  (3)]{[sin 2 p ( n  -  a )  -  p  sin 2 a ] x 

x (( l  +  Xi )(1 +  X2 ) “  4(Хг sin 2 p(3 +  p 2 sin2 (3)] -  4[x, sin 2 p ( n  -  a )  +  p  sin 2 a ] x 

x(sin2 /?(3 -  p 2 sin2 (3) -(1  + Xi )(1 + X2 )[sin 2p [ n  -  a  + (3) + p  sin 2 (я  -  a  + (3)]}, 

n2(p)  = -  [5 Іп 2 /? (я -а )  -  p s in 2 a ]x



X{[сов 2р(а -  Р) -  сов 2(а -  (5)][4(х2 зіп2 р(5 + р 2 віп2 (і) -  (1 + %2 )2 ] +

+2 [в іп 2р(а-(3 )  + /звіп2(а-|3)](%2 яіп 2р|3 -  р віп 2(3)}, 

сІ{)(р)  = 2(віп2рос + рвіп 2а)[Хі в іп2р(ті- а )  + рвіп2а],  

сІ{{р)  = 2|(1 + х,і)(1 + 2С2)^іп2 р л - ( в іп 2 р а  + рвіп2а)[Хі в іп 2 р (7 і -а )  + рвіп2а] ■

-[віч 2р(ті -  а) -  р  віп 2а](х2 2ра -  р віп 2а)}, 

с12{ р ) -  2[віп 2 р (л -а )  -  рвіп2а](Х2 ®іп 2ра -  рвіп2а),

с2 = - о А  Ф+(р) = |х .6(р/,0)ррй?р, ф~(р) = ------V I  ТГ1
/ 4 (1 -У 2 )о \  дг

д и,.
Г=рІ
0=0

Рра р ,

де —Є[ < Ие р  < е2, в| 2 ~ достатньо малі додатні числа. Подібні рівняння розв’я­

зано раніше [15, 16].
Розв’язок рівняння (5) має вигляд

1
Ф (р) = К (р)С (р)<

р + 1
1

К +(-1 )С +(-1 ) К +( р ) С +(р)

ф  (р) =

р  + 2.] +1

р С ~ ( р )

1 1

к ~ ( р )

К + ^ - І ф + і - Х і - 1) К +( р ) С +(р)

*1 , Т2

>, Б 1ер< 0; (6)

(р  + 1)К+( - 1 ) С +(-1) ( р  + Хі +1)А"Г(-Х І -1 )С  ( - л І -1 )

Яе р > 0.
Тут

ехр
1 /оо

—  ІОтГї *
\n G jz )  

2га' С  г - р
сії

К * ( р )  =

|С +(р), Яе р < 0, 

\G ~ ip ) ,  К е р >  0, 

Г(1 + р)
Г(1/2 +р)

(7)

(8)

де Г (г) -  гамма-функція.

Визначення довжини і напрямку розвитку початкових пластичних 
смуг. За допомогою виразів (6)-(8) знаходимо асимптотику

1

Ф { р ) ' Т г А'+ (-1 )С +(-1) / : + (-А,І - 1 ) С +(-А І -1 )

Існують асимптотики
к\\

> Р - » ‘

диг 
дг

л / 2 я ( г - 0 ’ 

4(1 — у | ) к

1 = 0, г —> І + 0;

(9)

(Ю)

Е2 ,/271(1- г )
де кц -  невідомий коефіцієнт інтенсивності напружень у кінці лінії розриву до­
тичних переміщень. Виходячи з виразів (10), за теоремою абелевого типу [21] 
одержуємо:



Згідно з асимптотиками (9), (11)

Т28Г ( М З / 2 )  а ^ . ' 2 _.  77 (12)
Г(ХТ + 2) С + (->., -1 )  УІ2С+ (-1)

Довжину пластичних смуг визначимо з умови обмеженості напружень у кін­
ці лінії розриву дотичних переміщень, тобто з умови рівності нулю коефіцієнта 
к\\ (12). Звідси отримаємо формулу для знаходження довжини І початкових пла­
стичних смуг:

| Г , X -І/Х,
/ = l | L i )  ; L= 2 U | m i + 3 /2 )G +( - l )

( 13)
V irrU j + 2)G + (-A , -1 )

За кут нахилу пластичної смуги до межі поділу середовищ вибиратимемо те 
значення (3, за якого довжина пластичної смуги буде найбільша [1, 6, 22]. Його об­
числили для різних кутів ф = т с - а  та v1= v 2 = 0 ,3  (див. таблицю). Для ф > 135

кут (3 дорівнює нулю. Побудували (рис. 2) залежність безрозмірної довжини по­
чаткових пластичних смуг L  (13) від кута ф ( Vj = v 2 = 0 ,3 ) .

Значенням е0 = {2; 3; 5; 10} відповідають значення гострого {34,3°; 27,1°; 
18,5°; 14,2°} і тупого {128,2°; 124,4°; 117,4°; 115,3°) кутів ф максимумів функції L.

Отже, для фіксованого відношення модулів Ю нга е0 = Е\!Е2 > 1 (v , = v2 = 0,3) 
існують деякі кути ф ь фг, фз, що коли ф < фь початкові пластичні смуги розвива­
ються під кутом [3 до межі поділу середовищ, який зменшується зі збільшенням 
кута ф (див. таблицю). Якщо фі < ф < ф2, смуги розвиваю ться вздовж межі поділу 
середовищ. Коли ф2 < ф < л/2 і л/2 < ф < фз, початкові пластичні смуги знову ут­
ворюють з межею поділу середовищ кут, що зменшується зі збільшенням ф, а 
при ф > фз -  розвиваються вздовж неї. Значенням е() = {2; 3; 5; 10} відповідають 
значення фі = {37,3°; 35,9°; 22,4°; 16,5°}, ф2 = {43,8°; 43,2°; 42,6°; 41,3°} і ф3 = 
= {132,2°; 130,7°; 127,1°; 123,4°}.

Значення кута Р (grad) нахилу пластичних смуг до межі поділу середовищ

ф. <?о Ф, е0
grad

а
2 3 5 10 grad 2 3 5 10

10 32,1 29,4 18,1 10,2 70 64,4 64,2 63,1 62,9

15 25,8 22,3 10,9 3,5 75 59,2 58,9 58,7 58,4

20 20,2 15,7 5,2 0 80 55,3 55,1 54,4 54,2

25 14,3 11,5 0 0 85 50,2 49,8 49,6 48,7

30 8,6 6,1 0 0 95 40,5 39,4 38,3 37,7

35 4,4 1,2 0 0 100 34,4 34,1 32,5 31,3

40 0 0 0 0 105 28,7 28,3 26,2 25,1

45 88,3 87,8 86,3 85,4 110 23,1 22,4 20,3 18,4

50 84,1 83,4 81,5 81,1 115 18,3 17,2 14,1 11,8

55 79,1 78,3 77,3 76,2 120 12,9 12,2 8,4 6,2

60 74,5 73,3 72,4 71,8 125 8,4 7,5 3,3 0

65 69,3 68,6 68,2 67,3 130 3,2 1,7 0 0



Рис. 2. Залежність безрозмірної довжини 
пластичних смуг L  від кута (р 

для різних значень параметра еа:
1 - 2 :  2 - 3 ;  3 - 5 ;  4 -  10.

Fig. 2. Dependence of nondimensional length 
of plastic strips L on the angle ф 

for different values of parameter e0:
1 - 2 ;  2 - 3 ;  3 - 5 ;  4 -  10.

Якщо параметр eo > 1 і зростає, то 
кут (З зменшується, а область 
[фі;ф2[ и [ ф 3;я[ значень кута ф, за яких

початкові пластичні смуги розвиваю ть­
ся вздовж межі поділу середовищ, роз­
ширюється. Зі зростанням параметра навантаження |С| довжина початкових 
пластичних смуг збільшується за степеневим законом (13). Щ о більш а границя 
текучості на зсув т матеріалу 2, то менша довжина початкових пластичних смуг. 
Зі зростанням кута ф від нуля до п/2  і від пІ2 до п  довжина початкових пластич­
них смуг спочатку збільшується, а потім зменшується (рис. 2). К ут ф для почат­
кових пластичних смуг найбільш ої довжини є гострим. Щ о більше відношення 
модулів Юнга ео = Е\/Ег > 1, то більша довжина початкових пластичних смуг та 
меншими є гострий і тупий кути ф їх максимальної довжини (рис. 2).

ВИСНОВКИ
Побудовано точний розв’язок симетричної задачі теорії пружності для кус­

ково-однорідної ізотропної площини з кутовою межею поділу середовищ і пря­
мими лініями розриву дотичних переміщень у вершині, на його основі виведе­
но формулу для довжин початкових вузьких пластичних смуг-зон у кутовій точці 
межі поділу ізотропних середовищ через коефіцієнт інтенсивності напружень у 
ній. Установлено характер зміни напрямку розвитку пластичних смуг залежно 
від кута і пружних сталих. Виявлено існування проміжних значень кута, за яких 
пластичні смуги розвиватимуться вздовж межі поділу середовищ, примикаючи 
до неї з боку пластичнішого матеріалу.

РЕЗЮМЕ. Рассмотрена симметричная задача о развитии пластических полос из уг­
ловой точки границы раздела изотропных жестко сцепленных сред. Пластическую полосу 
смоделировано линией разрыва касательного смещения. Точное решение соответствую­
щей задачи теории упругости построено методом Винера-Хопфа и на его основе опреде­
лены длина и направление развития пласт ических полос.

SUMMARY. The symmetric problem on calculation of the development of plastic strips 
from the corner point of interface of isotropic rigidly coupled media is considered. The plastic 
strip is modeled by the line of tangential displacement rupture. An exact solution of 
corresponding problem of the theory of elasticity is constructed by the W iener-Hopf method and 
on its basis the length and the direction of the plastic strips development are determined.
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