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В статье представлена формула определения коэффициента упругопластичности железо-

бетонного элемента, подверженного изгибу с кручением с учетом образования нормальных тре-
щин. Это дает возможность определять крутильную жесткость железобетонного элемента с 
учетом нелинейности его деформирования. 

Постановка проблемы и ее связь с важ-
ными практическими заданиями. 

В железобетонных элементах перекрытий 
под действием чистого изгиба образуются нор-
мальные трещины. При расчетах с учетом про-
странственной работы конструкций в качестве 
вторичного силового фактора в перекрытии мо-
жет возникнуть крутящий момент. Трещинообра-
зование приводит к изменениям как изгибных, так 
и крутильных жесткостей элементов, а также 
влияет на перераспределение усилий в статиче-
ски неопределимых системах  [1,  14].  

Расчет конструкций перекрытий с учетом 
пространственной их работы, трещинообразова-
ния и нелинейности деформирования позволяет 
наиболее достоверно определять напряженно-
деформированное состояние элементов и эф-
фективно выполнять проектирование [1, 7, 15].  

При напряжениях в конструкции больших 
20% от предельного значения возникают пласти-
ческие деформации, не учет которых может при-
вести к значительным ошибкам в расчетах, осо-
бенно на стадиях образования и раскрытия тре-
щин. 

Определение крутильных жесткостей в упру-
гой постановке расчета  железобетонных конст-
рукции с учетом образования нормальных тре-
щин освещены в работах [2, 4, 5, 6, 14, 19]. На 
сегодняшнее время отсутствуют формульные 
выражения для нахождения крутильной жестко-
сти с учетом нелинейного НДС элементов с нор-
мальными трещинами. 

Анализ последних исследований и пуб-
ликаций, в которых начато решение данной 
проблемы.  

Нелинейную работу бетона в нормах пред-
лагается учитывать коэффициентом упругопла-
стичности, принимающим фиксированные значе-
ния в зависимости от длительности действия на-
грузки, условий влажности воздуха  [8, 9].  

Кроме того известны методики где для оцен-
ки нелинейности деформирования бетона ис-
пользуют диаграммы зависимостей между на-
пряжениями и деформациями [10, 13, 17]. Эти 

графики аппроксимируют различного рода функ-
циями и выражают коэффициент упругопластич-
ности через действующие напряжения в элемен-
те.  

Для практических расчетов конструкций, 
подверженных сложному нагружению, необходи-
мо определить интегральную оценку упругопла-
стического состояния материала. Коэффициент 
упругопластичности в целом должен оценивать 
НДС элемента через изменение его модуля де-
формаций. К такого рода исследованиям отно-
сятся работы [3, 16, 18]. 

Т.Н. Азизов в работе [3] предлагает алго-
ритм определения нелинейной работы железо-
бетона с помощью метода конечных элементов с 
применением ЭВМ.  

Работы Т.П. Чистовой и Н.Н. Ячменевой [16, 
18.]  учет нелинейности выражают через коэф-
фициент упругопластичности полученный из кор-
реляционно-регрессионного анализа экспери-
ментальных данных. 

Выделение нерешенных ранее частей 
общей проблемы. 

Принятый подход в [8, 9] является упрощен-
ным и не может быть применен для оценки на-
пряженно-деформированного состояния конст-
рукции на стадии нагружения и трещинообразо-
вания. 

Практическое использование зависимостей 
между напряжениями и деформациями [10, 13, 
17] возможно при принятии дискретной модели 
элемента с оценкой напряженного состояния в 
каждом конечном элементе. 

Решение задачи по определению нелиней-
ной характеристики крутильной жесткости через 
метод конечных элементов [3] имеет хорошую 
точность, но недостатком является отсутствие 
формульных выражений, большие затраты вре-
мени для построения моделей и осуществления 
расчетов. 

Предложения Т.П. Чистовой и Н.Н. Ячмене-
вой [16, 18]  требуют изучения их применимости 
для расчета элементов с нормальными трещи-
нами и при влиянии изгибающих моментов.  
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Цель статьи - определить коэффициент уп-
ругопластичности для железобетонных элемен-
тов, работающих на изгиб с кручением с учетом 
образования нормальных трещин. Данную харак-
теристику применить для определения крутиль-
ной жесткости элемента с учетом нелинейности 
его деформирования. 

Изложение основного материала.  
Крутильная жесткость балки с учетом нели-

нейности ее деформирования будет состоять из 
значения жесткости Bt , определенной в упругой 
постановке решения задачи, умноженной на ко-
эффициент упругопластичности ν : 

t ,pl tB B ν= ⋅  (1) 
Задача поиска перемещений в нормальной 

трещине при деформировании балки в упруго-
пластической стадии от действия изгибно-
крутильных моментов решается подбором закона 
изменения модуля деформаций в зависимости от 
уровня нагружения. Таким образом, необходимо 
установить формульную зависимость для коэф-
фициента упругопластических деформаций бе-
тона, чтобы найти изменение модуля сдвига бе-
тона: 

cm cmG' Gν= ⋅  (2) 
Так как перемещение обратно пропорцио-

нально модулю деформаций, то упругопластиче-
ское (полное) перемещение можем установить 
через отношение упругого перемещения от кру-
чения к коэффициенту упругопластических де-
формаций бетона: 

e
pl

cm t

Mt L R
G I

∆
∆

ν ν
⋅ ⋅

= =
⋅ ⋅

 (3) 

где Mt  - крутящий момент; 
L  - длинна блока балки между нормальны-

ми трещинами; 
R  - радиус кручения балки; 

tI  - крутящий момент инерции балки; 

e∆  - упругие перемещения от кручения. 
В диссертационной работе [16] Т.П. Чистова 

определяет коэффициент упругопластичности 
бетона для случая изгиба с кручением. Эту зави-
симость она устанавливает из эксперименталь-
ных данных. Формула выражается через отно-
шение момента трещинообразования crcMt  при 
кручении к действующему крутящему моменту 
Mt : 

2
k sy crc0.975 0.525( Mt / Mt )ν µ= ⋅ +  (4) 
где syµ  - коэффициент продольного армиро-

вания. 
С такого же рода формулой сталкиваемся в 

работе [18] Н.Н. Ячменевой, выполненной под 
руководством Н.И. Карпенко. Она учитывает не-
упругие свойства бетона и получена с помощью 
корреляционно-регрессионного анализа экспе-
риментальных данных: 

2
k sy crc6 0.555( Mt / Mt )ν µ= ⋅ +  (5) 
Для того, чтобы проверить на пригодность 

формулы Т.П. Чистовой и Н.Н. Ячменевой для 
применения их к расчету элементов на изгиб с 
кручением при образовании нормальных трещин, 
проведем экспериментальные исследования.  

Для исследования были изготовлены желе-
зобетонные балки 21 шт, размерами 
1200×100×160 мм из бетона класса С25. Девять 
балок испытаны на чистое кручение, остальные 
на изгиб с кручением. При нагружении произво-
дились измерения упругих и пластических со-
ставляющих перемещений от кручения. 

Сравним экспериментальные данные с рас-
четными пластическими деформациями по фор-
муле (3), используя формулы (4) и (5). Для рас-
чета значений в формулах (4) и (5) необходимо 
вычислить величину момента трещинообразова-
ния при кручении crcMt . Обратимся к работе Д.Х. 
Касаева [12] где предлагается исходить из трех 
возможных случаев отношения изгибающих и 
крутящих моментов: 

1) при .0 65ψ <  и _ / /T crc crcM M 2 3< , 

  _M crc crcMt Mt=  

2) при . .0 65 0 95ψ≤ < ,  
 _ _ / /M crc crc T crc crcMt Mt M M 5 3= + =  

3) при .0 95ψ >  и _ / /M crc crcMt Mt 2 3<  

 _M crc crcMt M=  

где 2 2
_ _/T crc M crcM b Mt hψ = ⋅ ⋅  - соотно-

шения между действующими моментами и мо-
ментами инерции сечения относительно главных 
осей; 

_T crcM  - изгибающий момент при совмест-
ном действии крутящего момента и трещинооб-
разования от кручения; 

crcM  - момент трещинообразования при из-
гибе, определяется по [8]; 

_M crcMt - крутящий момент трещинообра-
зования при совместном действии изгибающего 
момента; 

crcMt - крутящий момент трещинообразова-
ния в случае чистого кручения. 

По методике Д.Х. Касаева, теоретическое 
значение момента образования трещин балки 
определяется по формуле (в случае чистого кру-
чения): 

crc ctm t ,plMt (0.88 0.08 h / b ) f W= + ⋅ ⋅ ⋅  (6) 

где 2
t ,plW 2 b h / 3.43= ⋅ ⋅  - упругопластиче-

ский момент сопротивления образца сплошного 
сечения;  
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b  и h  - ширина и высота балки соответст-
венно;  

ctmf  - расчетная прочность бетона на рас-
тяжение. 

 

Определяем по приведенным формулам 
Д.Х. Касаева момент трещинообразования при 
кручении, учитывая совместное его действие с 
изгибом. Далее сопоставляем данные пластиче-
ских перемещений из нашего эксперимента и 
расчетные данные, определенные по формулам 
(4, 5) (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Графики экспериментальных данных перемещений и рассчитанных с учетом коэффициентов  

упругопластичности по формулам Т.П. Чистовой и    Н.Н. Ячменевой для балок, испытанных  
на изгиб с кручением.  

 
Во всех случаях сравнения эксперименталь-

ных данных с расчетными значениями, опреде-
ленными по формулам (4 и 5) установлено хо-
рошее их совпадение при крутящих моментах 
больших или равных моменту трещинообразова-
ния при кручении ( crcMt Mt≥ ). При crcMt Mt<  
формулы (4 и 5) дают значительные расхожде-
ния с экспериментальными данными. Поэтому 
нашей задачей будет выполнить поиск формулы 
оценки коэффициента упругопластичности. Эту 
зависимость, как и в принятом подходе Н.Н. Яч-
меневой и Т.П. Чистовой, будем устанавливать 
из экспериментальных данных.  

Значения коэффициента упругопластично-
сти из условий эксперимента будет определяться 
формулой вида: 

e

pl

∆
ν

∆
=  (7) 

где Δpl  - значение упругопластических пере-
мещений от кручения;  

Δв- упругая составляющая перемещений от 

кручения. 
Выполним построение экспериментальных 

данных отношения крутящего момента трещино-
образования crcMt  к действующему крутящему 
моменту Mt  и данных значений ν , полученных 
из эксперимента по формуле (7).  

Кривую зависимости коэффициента упруго-
пластичности ν  от относительного показателя 

crcMt / Mt , используя средства стандартного па-
кета Excel, аппроксимируем полиномом третьей 
степени (рис. 2).  

Принятая формула регрессии характеризу-
ется показателем успешно проведенной аппрок-
симации (коэффициент детерминации 2R 0.99= ) 
и определяет коэффициент упругопластичности: 

 

3 2
crc crc crcMt Mt Mt

0.0171 0.1692 0.7471 0.1321
Mt Mt Mt

ν      = ⋅ − ⋅ + ⋅ −     
     

 (8) 



Вісник Сумського національного аграрного університету 
Серія «Будівництво», випуск 5 (16), 2012 

59 

 
Рис. 2. График зависимости коэффициента упругопластичности  

от относительного показателя crcMt / Mt  
 

Значение коэффициента упругопластично-
сти принимает значение меньшие 1 и выражает 
характер уменьшения жесткости с увеличением 
уровня нагружения. При значениях коэффициен-
та упругопластичности 1ν ≥  расчет перемеще-
ний и определения жесткости ведем как для ли-
нейного закона деформирования.  

Выводы и перспективы исследований.  
Определен коэффициент упругопластично-

сти железобетонного элемента, подверженного 
изгибу с кручением с учетом образования нор-
мальных трещин. Это дает возможность опреде-
лять крутильную жесткость железобетонного 

элемента с учетом нелинейности его деформи-
рования. 

Ввиду мало изученности тематики НДС же-
лезобетонных конструкций с учетом нелинейной 
их работы на изгиб с кручением с образованием 
нормальных трещин, требуется проводить до-
полнительные исследования по подтверждению 
приведенных в статье выкладок и проверять их 
распространение на элементы других форм се-
чений. 
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У статті представлена формула визначення коефіцієнта пружнопластичності залізобетон-

ного елементу, на який діє згин з крученням з врахуванням виникнення нормальних тріщин. Це дає 
можливість визначати крутильну жорсткість залізобетонного елементу з врахуванням нелінійно-
сті його деформування. 

 
The article presents a formula for determining the coefficient of elastic-plastic reinforced concrete ele-

ment subjected to bending and torsion, taking into account the formation of normal cracks. This makes it 
possible to determine the torsional rigidity of reinforced concrete elements, taking into account the nonlinear-
ity of its deformation. 
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Рассматривается современная методика расчета прочности железобетонных элементов с 

нормальными трещинами при действии крутящего момента. Выясняются особенности расчета и 
ставятся новые задачи исследования. 

Анализ исследований и постановка зада-
чи. Известно, что жесткость железобетонных 
элементов на кручение оказывает существенное 
влияние на перераспределение усилий в стати-
чески неопределимых системах. В свою очередь 

на крутильную жесткость отдельных элементов 
этих систем оказывают влияние различные тре-
щины [2, 9]. В работах [2, 8, 9] показано, что пе-
рераспределение локальной нагрузки зависит 
практически в равной мере, как от изгибной, так и 


